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TÓM TẮT  

Các dạng toàn phương có hạng lớn hơn hoặc bằng 2 trên trường hữu hạn 𝐹𝑞, với 𝑞 

là lũy thừa của một số nguyên tố khác 2, luôn biểu diễn mọi phần tử của nhóm 

nhân các phần tử khác không 𝐹𝑞
∗. Chính vì vậy, mọi dạng toàn phương không suy 

biến với hạng bằng 𝑛 trên trường 𝐹𝑞, với 𝑛 là số nguyên dương, luôn tương đương 

với dạng chính tắc 

𝑋1
2 + ⋯ + 𝑋𝑛−1

2 + 𝑋𝑛
2 

hoặc 

𝑋1
2 + ⋯ + 𝑋𝑛−1

2 + 𝑎𝑋𝑛
2  

tùy thuộc vào biệt thức của dạng toàn phương đó có là một bình phương hay 

không. Với ý tưởng như vậy cùng việc sử dụng phần mềm Maple, bài báo đưa ra 

các đoạn lệnh lập trình để đưa một dạng toàn phương không suy biến có hạng 

bằng 3 trên trường hữu hạn 𝐹𝑞 về dạng chính tắc, đồng thời chỉ ra ma trận chuyển 

cơ sở để thu được dạng chính tắc đó. 

Từ khóa:  dạng toàn phương, trường hữu hạn, phần mềm Maple. 

 

1. MỞ ĐẦU 

Cho 𝑉 là không gian vectơ 𝑛-chiều trên trường 𝐾. Một dạng toàn phương trên 𝑉 

là một hàm 𝑄: 𝑉 → 𝐾 thỏa mãn hai điều kiện  

a) 𝑄(𝑎𝑣) = 𝑎2𝑄(𝑣) với mọi 𝑎 ∈ 𝐾 và với mọi 𝑣 ∈ 𝑉, 

b) hàm 𝑓: 𝑉 × 𝑉 → 𝐾 

                          (𝑢, 𝑣) ↦ 𝑄(𝑢 + 𝑣) − 𝑄(𝑢) − 𝑄(𝑣)  

là một dạng song tuyến tính. 

 

Nếu 𝑄 là một dạng toàn phương trên 𝑉 thì dạng song tuyến tính đối xứng  
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   (∙):    𝑉 × 𝑉 → 𝐾 

               (𝑢, 𝑣) ↦ 𝑢 ∙ 𝑣 =
1

2
[𝑄(𝑢 + 𝑣) − 𝑄(𝑢) − 𝑄(𝑣)] 

gọi là tích vô hướng liên kết với 𝑄 trên 𝑉. 

Với 𝑄 là một dạng toàn phương trên 𝑉 và 𝑆 = {𝑒1, … , 𝑒𝑛} là một cơ sở của 𝑉, kí 

hiệu 𝑎𝑖𝑗 = 𝑒𝑖 ∙ 𝑒𝑗 và đặt 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗]
𝑛×𝑛

∈ 𝑀(𝑛, 𝐾), ta có 𝐴 là một ma trận đối xứng, ma trận 

này được gọi là ma trận của dạng toàn phương 𝑄 ứng với cơ sở 𝑆 của 𝑉 và định thức 

của ma trận 𝐴 được gọi là biệt thức của 𝑄. Khi 𝑣 = ∑ 𝑥𝑖𝑒𝑖
𝑛
𝑖=1  là một vectơ bất kì của 𝑉, ta 

có  

𝑄(𝑣) = ∑ 𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗 = 𝑥𝑇𝐴𝑥

1≤𝑖,𝑗≤𝑛

 

trong đó 𝑥 = [

𝑥1

⋮
𝑥𝑛

] là tọa độ của 𝑣 đối với cơ sở 𝑆. Vì vậy, mọi dạng toàn phương trên 𝐾-

không gian vectơ 𝑛-chiều 𝑉 đều có thể xem như là một đa thức thuần nhất bậc 2 theo 𝑛 

biến với hệ số trên 𝐾. Nếu ta đổi cơ sở 𝑆 = {𝑒1, … , 𝑒𝑛} sang cơ sở 𝑆′ = {𝑒1
′ , … , 𝑒𝑛

′ } thì luôn 

tồn tại ma trận khả nghịch 𝐶, 𝐶 là ma trận chuyển cơ sở từ 𝑆 sang 𝑆′, sao cho 𝑥 = 𝐶𝑥′ 

với 𝑥′ = [
𝑥1

′

⋮
𝑥𝑛

′
] là tọa độ của 𝑣 đối với cơ sở 𝑆′. Khi đó,  

𝑄(𝑣) = 𝑥′𝑇(𝐶𝑇𝐴𝐶)𝑥′ 

ma trận 𝐴′ của 𝑄  đối với cơ sở 𝑆′ là 𝐶𝑇𝐴𝐶 , với 𝐶𝑇  là ma trận chuyển vị của 𝐶 , và 

det(𝐴′) = det(𝐴) (det(𝐶))2. 

Hai dạng toàn phương được gọi là tương đương nếu tồn tại ma trận khả nghịch 

𝐶 sao cho 𝐶𝑇𝐴𝐶 = 𝐴′ trong đó 𝐴 và 𝐴′ lần lượt là ma trận của hai dạng toàn phương đã 

cho. 

Trong [1], tác giả đã chỉ ra rằng nếu 𝑄 là dạng toàn phương với hạng lớn hơn 

hoặc bằng 2 (tương ứng, lớn hơn hoặc bằng 3) trên trường hữu hạn 𝐹𝑞, với 𝑞 là lũy 

thừa của một số nguyên tố khác 2, luôn biểu diễn mọi phần tử khác không của 𝐹𝑞 

(tương ứng, mọi phần tử của 𝐹𝑞), do đó luôn tồn tại phần tử 𝑣0 của  𝑉 sao cho  𝑄(𝑣0)  

bằng 1. Chính vì vậy, bằng cách lấy phần bù trực giao theo tích vô hướng liên kết với 𝑄 

thì mọi dạng toàn phương với hạng 𝑛 ≥ 2 luôn tương đương với một trong hai dạng 

𝑋1
2 + ⋯ + 𝑋𝑛

2 hoặc 𝑋1
2 + ⋯ + 𝑋𝑛−1

2 + 𝑎𝑋𝑛
2 (gọi là dạng chính tắc) tùy thuộc vào biệt thức 

có dạng là một bình phương hay không.  
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2. KẾT QUẢ   

 Trong phần này, sau khi áp dụng [2] để rút ra ma trận của dạng toàn phương 

với hệ số trên trường hữu hạn 𝐹𝑞 có đặc số khác 2, chúng tôi đưa ra các đoạn lệnh lập 

trình bằng phần mềm Maple để từng bước đưa dạng toàn phương không suy biến có 

hạng bằng 3 trên trường 𝐹𝑞 về dạng chính tắc bằng việc chọn các vectơ biểu diễn 1 và 

sử dụng các phép đổi biến không suy biến. 

restart;  

with(linalg); with(LinearAlgebra); with(student); 

2.1. Kiểm tra dạng toàn phương và rút ra ma trận của dạng toàn phương. [2] 

matran := proc (tp, p) 
 global A; 
 local n, i, j, Ct, Ctrg, tp1, k, Xt; 
 n := nops(indets(tp)); 
 tp1 := tp; 
 for i to n do 
 tp1 := subs(x[i] = k*x[i], tp1) 
 end do; 
 if is(tp1 = k^2*tp) = false then  
 ERROR(`Dang toan phuong cho sai`)  
 end if; 
 A := Matrix(n, n); 
 for i to n do  
 A[i, i] := coeff(tp, x[i]^2) mod p;  
 for j from i+1 to n do  
 A[i, j] := coeff(coeff(tp, x[i]), x[j])/2 mod p;  
 A[j, i] := A[i, j] mod p; 
 end do  

end do;  
print(`Ma tran dang toan phuong A =`, A)  

end proc; 

2.2. Tìm vectơ biểu diễn 1 và đưa vào cơ sở mới 

timX := proc (A, p)  
 local X, K, Ct, Cs, n, l, m, i;  

n := ColumnDimension(A);  
K := IdentityMatrix(n);  
i := 1;  
if n>2 then while  i <= p^n do  

 X := RandomVector(n, generator = rand(0 .. p-1));  
 if  and(and(X[1] <> 0, or(X[2] <> 0, X[3] <> 0)), simplify( X^%T.A.X) mod p = 1) then  
 X := `mod`(X, p);  
 Ct := <X| DeleteColumn(K, 1)>;  
 return Ct  
 end if;  
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 i := i+1  
end do  
else while i <= p^n do  

 X := RandomVector(n, generator = rand(0 .. p-1));  
 if and(and(X[1] <> 0, X[2] <> 0), is(simplify( X^%T.A.X) mod p = 1)=true) then  
 X := X mod p;  
 Cs := <X| DeleteColumn(K, 1)>;  
 return Cs  
 else  
 if and(and(X[1] <> 0, X[2] = 0), is (simplify (X^%T.A.X) mod p) = 1) = true) then  
 X := X mod p;  
 Cs := <X| DeleteColumn(K, 1)>;  
 return Cs  
 else  
 if and(and(X[1] = 0, X[2] <> 0), is (simplify (X^%T.A.X) mod p) = 1) = true) then  
 X := X mod p;  
 Cs := <X| DeleteColumn(K, 2)>; 
 return Cs  
 end if;  
 end if; 
 end if;  
 i := i+1  

end do; end if; 
end proc; 

2.3. Thực hiện các phép đổi biến không suy biến đưa dạng toàn phương về dạng 

chính tắc và đưa ra ma trận chuyển cơ sở 

chinhtac := proc (A, p)  
 local C, n, d, R, C1, A1, A2, G, C02, P, A12, R1, B, C12, A22, C22, C2, CH, CT;  

n := ColumnDimension(A);  
if Determinant(A)  mod p = 0 then  

 ERROR(` Khong thoa dieu kien ve rank`)  
end if;  
C := timX(A, p);  
A1 := C^%T.A.C mod p;  
R := Row(A1, 1)^%T;  
C1 := MatrixInverse(<R| DeleteColumn(C, 1)>^%T) mod p;  
A2 := C1^%T.A1.C1 mod p;  
G := SubMatrix(A2, 2 .. n, 2 .. n);  
C02 := timX(G, p);  
P := IdentityMatrix(2);  
A12 := C02^%T.G.C02 mod p;  
R1 := Row(A12, 1)^%T;  
C12 := MatrixInverse(<R1|DeleteColumn(P, 1)>^%T) mod p;  
A22 := C12^%T.A12.C12 mod p;  
C22 := C02.C12 mod p;  
B := [1, C22];  
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C2 := DiagonalMatrix(B);  
CH := C.C1.C2 mod p;  
CT := CH^%T.A.CH mod p;  
print(`Ma tran chuyen co so=`, CH);  
print(`Ma tran cua dang chinh tac=`, CT)  
Y:=Vector(n, symbol=’y’); 
print(`Dang chinh tac cua dang toan phuong la:`); 
return(Y^%T.CT.Y) 

end proc; 

2.4. Ví dụ minh họa 

Đưa dạng toàn phương 𝑥1
2 + 𝑥1𝑥2 + 𝑥2

2 + 2𝑥2𝑥3 + 2𝑥3
2 trên trường hữu hạn 𝐹3 về dạng 

chính tắc. 
 
tp := x[1]^2+x[1]*x[2]+x[2]^2+2*x[2]*x[3]+2*x[3]^2; 

 

matran(tp, 3); 

 

chinhtac(A, 3); 

 

 

 

 

 

 

3. KẾT LUẬN 

 Quá trình lập trình bằng Maple giúp việc tính toán, rút gọn dạng toàn phương 

nhanh chóng và thuận tiện hơn. Bài báo đã giải quyết việc rút gọn các dạng toàn 
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phương có hạng bằng 3 trên trường hữu hạn 𝐹𝑞 với đặc số khác 2. Trường hợp với 

hạng 𝑛 lớn hơn 3 thì cần xây dựng các vòng lặp để biến đổi vì việc tính toán ma trận 

chuyển cơ sở sẽ phức tạp hơn, đây là hướng nghiên cứu tiếp theo của vấn đề. 
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ABSTRACT 

A quadratic form of rank ≥ 2 over finite field 𝐹𝑞, where 𝑞 is a power of a prime 

number 𝑝 ≠ 2, represents all elements of 𝐹𝑞
∗. Thus, every nondegenerate quadratic 

form of rank 𝑛 over 𝐹𝑞 is equivalent to form 

𝑋1
2 + ⋯ + 𝑋𝑛−1

2 + 𝑋𝑛
2 

or 

𝑋1
2 + ⋯ + 𝑋𝑛−1

2 + 𝑎𝑋𝑛
2 

depending on whether its discriminant is a square or not. Following that idea and 

using Maple, this paper gives some codes, which reduce a nondegenerate 

quadratic form of rank 3 over finite field 𝐹𝑞  to the canonical form and give the 

change of basis matrix. 

Keywords:   finite field, Maple, quadratic form. 
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